
2022/06/01,08 東京 名古屋代数セミナー 、
①

超平面配置の 特性準 多項式
吉永正 京一 (大阪大学 )

El
. Character ist ic polywwids

{ 2
. Free Arrangement 、

§ 3
.
Edelman - River

,
PostniKou - Stanley の予想

と 4. 特性準多項式。

{ 5
.
トラス配置

K 6
.
Ehrhat 洗多項式 と GC0性

、

-

4. 起平面配置 の 特性多項式
ーーーーー

A = Hui -
、
Hu 4 : Ki . aw.ie 、

Hi EV ≈Kl
atfihehyp.plべ = }が Hu

_ 、 と TA \Multi
= A

'
n Hui arv.cn Hu (forGetting mltiplic州

無 或 !•
Hu

A A
'

A
"

に 5 t +6 に 4も+4 t _ z



Odrthncee 次をみたす かA.tl トセ 氏 ) が 存在
.

2

✗ ( A . t ) = {
t "" if A= 4

MAH ) - 水が.tl if AT
.

これを A の 特性 多項式 という

1と x H
.t )

"

Courts
" the LowPlanet MAにいと生

MH ) = M (A ) WM (が )
に

M (A ) = M (A
' ) - MA

"

)

Fad ( Grupo - Rita , ZasLawSki , Orlik
- Solomon)

i) T.tk= G Roin ( MAI
.
t ) = HY X ( A .

ーも)
.

(ii) T.tk = R
,
# of Chambers = 1 x (A 1

# of had Chambers = 1 X (A
.
D 1

.

逃) T.tk 氏 # M (A ) = X (A . q)

(IV) かA.tl は InterSection p 。set

L (A ) = { 品台 #中) 1 BEA ) から 決まる



氏は Hojいかにが 1 EX l . 3

Br ( K
, t )

・

~ { Hoj 1 1 ≤ icj ≤ ll
"

br aidaw
"

or

"

t.pe Aeで

Mk :二 Kl 、 UHI .

. Roin ( MG .
t )= ( HE) (け 2t) r . r ( lt (t.it)

.

C # My t # l に、 i i 」(e) E#で 1 心が j )
= q . U - し ) . . . (9- etり

' lCharter of Br (R
.
e ) 1 世ら Q

fx 。(い
く ー ・ ー く )は、µ f (・

しな

無し 彩色多項式 ) Simple graph G= (にらいがた )

に対して
、
Br (l ) の Shaw Au を

AG = } Hi j l (ij )tEl で 定める と

V (AG
,

t ) は G の Chrometic poly
、



§ 2
、
自由選 4

A : avr.in V 以下 A : Central とする .

( i . e
.

His )

di t V4 Hitker di

S= S (M )= Ka 、i Pie ]
.

0ers も 重 S ・ 忌 polywww.luetorfidds

0 ( log . Vector Fields )

0 (A) - { Tears | S di E は i) 日 に 1- h )
0 した2i) . O

err CO (A ) ( Ier
、
i 0 (A) : rank =e

0 0 (A ) は gradd S-mode
、
反射加既 ( K . Sato)

0 (A )
4

0だ= EN 品 ( Enter vedu td )
O 。 1&1- 0 (A ) /S ・ 0た

。

( 0 (A) さ 0。 (A) ⊕ SOE )
A : Centre より MA

、

l) =0
.

4。 (Act ) - ※、が )



TI (mustata.schack ) 5

WT を O。 (A ) から 定まる た 上 の Sheaf と する

も ( Of 」 が locally.fm なら その Chem 多項式は

G ( OI 1 ) = M x 。 (A . E )

となる
.

Carter Herais factor Action Tu )

O (A ) が Free S-mode で S- basis の 次数 が

d 、 に 、
de とする と

✗ ( A . t ) = (t.de ) - (t de )

Proof " Mustato Shark ⇒Trois factorData
"

)
0
。
(A ) ・.fm ⇒ 0

~

が = 0Hz )がA 6 (-de )
(にり ⇒ Chen

p。4:41 0河にたし ト di t)
④ X! Act ) =¥ (t - di)

yにて

特性多項式 に対して、

代数切的アプローチ が 可能になる



S.EdelmaiReiner.Postnikar-StanleyCmj.ce__@V-MsEirootsys.Et
: positive System AT i height

し

△=は、

i.de/siupleroots.exp0neuts:ei....,eeCoxetertt:hHa.h:=lxt
V1 ( の 、

っい=を 4

0ete.ltmncwtedaftineweyla.hr)
For a ≤ b LabED
Aとは こ = { Has l の ←だ

、

h =a.atが、 bl

イ玉 正=Az
&知 蛾は An

※どれ 丼 華
邸

水t.ttE にいい ) Hが
H- 4 ) (t - 5)

9 0年代 以降
、

A剉の 組合せ論的性質 (e . g .

カタラン数 との 関係) が Stanley 周辺で 研究
されている .



fmjecnfelE.deIran- Rainer 1996 ) 7○
(Week ver)

① で は
、 t) =武 ( t - ei - her)

② ✗ (d望なt ) = (t -たが
( Strong ver .)

③ The cone of A皆切 is free with

aparentsに degrees of basis 。7 0(A))
( 1

, e.thh.eztkhi.eeth h)
④ The cone of A

"
・
奵
is tune with

exp.li 、 生を𦥯
14Th rao '

s factorActionThe より

③⇒ D
,
④⇒② は 明らが

すでに 解かれ ている

1996 for E=Ae : E delmasRiver
1998 ④ for E = Ae : Athanasi adis
2004 ① for au : Athanasidi s Buy ama 、

き品號然熱 をい
.info

2 0で ③ ④ for = Ae by Construction
gfreebd

で



CNN.sthikov-Stav.la/ 1997 ) んごーーーーー

8〇
(i) (h - Shift ) x (Aime 'tに心ざにたけ
い じ Fund

. ei ) × (A'ぎ' , het)= いばぼど、 t)

(iii) し " RH ") へ1 ( A邈 、
t ) =0 の根は R = t

を みたす
。

IE
"

RH
"

⇒
"

tunet.ec
"

は明 らが

既に解決済
、

1997 i ) ~ (心) for = Ae : PostniKou - Stanley
1999 (i) - (iii) for たABCO : AthanasiadiS
2018 i ) ~ に)

、
(必 ) (m》 0) for cell : Y

.

2020 (iii) for t e .
S

. Tanner a
.



§ 特性準多項式
.com ⑨
イ型 H 、

i y = o

Hi y =2つ(

H3 : y= 3× ※
Far 9 し た。

.

# [に和八 興 y
行い たい 5

mod 6

に 39+3 た 2
.
4 mod 6

Hi mod 9 に ? q+4 9 = 3 mod 6

し た 36+5 に 6 mod 6

「# し kamiya-takemura-Teo.co 2007) なくて もよいが

※要修正
A = 1mi 、 Hu 1 を err in Il (Central )

この とき 刁 P >0
,

7 f 、 (t」
、

-.-

、
t.lt ) EIAJ 1St

.

f 、 (q ) if 8 三
lmodpい) # (とが 、 県町丫たい A た2ndf 、if 。 T Constitutiont という !

(f 18) if たP mod P
(こ) さらに f i は 次の gcd し性を も)

gcd ( i
, P ) =gcdlf.pl#ti=fj



(3) f 、
二XlA@lF.t )

。 10

( gcd ( i 、 p に し ー→ f i ( tに 入 し ASK.tt )

この 数えあげ 関数 を 特性準多項式 と いい
。

で
quasi (A .

9 )= # [に4がNE ]
と 表す

.

OA ( EWhat quasi - poly)V5

区 ( R h : 有理多面体 とする 。

このとき
。

↳ し8 ) # [ EI n Z " ] は quasi -polynonid

すなわち
,

ヨ P >0
.

7 f 、i
,
☆ Eat} St .

LE U ) =

|
たけ ) it た1 mod 。

i

f
。 ( 8) if た P mod P

.



④前回の まとめ (t2 )

Thy ( kawiya - TakeminiTo )

A= {Hi 、
Hn と iaftirearr.in Zl

.

で
quasi ( A . 8に対して1が 、 U Hi]

i

は バップと 心 =

|
t.ME 1 ど P

は P . Hi . f 。 EEA) : :

fp (6 1 に f wd P

with ECO - property ( i . e . gd ( if) = gd (jp )⇒f =が
さらに f、 (t ) = ✗ ( A@R.t) は Aの中の 特性多項式 .

今日遐 (準多項式を通して初めて みえてくる いくつかの 結果)
① truucatedatfinewe.cl am が へ の応用

② fp (t ) と トラス配置 ( j.w.Y.liu , T.N.tn )
の GC 0性 と Zmot。pality.lj.w.C.deWies )



⑦① Re >正 >Et > △ =なじ del W : West cm
な height root .

J = C、
✗ 、 + C、22 七 ・ 一

+ Code
.

しょ
。
-_- I

、
Co= 1

. 恋 idi = 0)

V1
,
. . .

. e
: dud basis to メ

、
「 ・

de.ZlEI-@ZOi.lCoweight Latte)

g
☆毬に { H t.SI のEEt.ae た ≤b } を Z (王) の

an . と みなす Xquasi ( AT? G ) を 調べる
。

( と くに [a
.
b]=[1.hn] )

アイデア
。

Z (E) Les Z (E )/ 8 Z (I )
U

9 1 た[[ 1
.
8] toiX が := [ (0, 1]Oii

、、
( had Open 基本平行

{ h.to 、+ - r theWell ≤だ≤ 81 四辺形 )

9.ピ で 格子主を 数える
。

い た ≥ 0 idea※
T.ua、 ( A .

8 ) = # [ 9がで 1が U Hard
メトを 「

ト EZ



驅

暠 が

除蹊
、閦
!ジジ 潮ピ :二 ( o

. 7 、 +10.7た WI の 平行
いとう「プニ [0

.7 、+90.7た で Cover
.

☆黒 9 ピ n Z (B)\ U は i.to品
、

al ( are ペ ( を WEW で うごかした もの ) を 色々な
サイズ に 拡大 し て 足した ものに なる

。



ぺ の Ehrhart quasi -poly を 14

L 18 ) - 1 8 . In Z (き) 1 となく て
.

E

を
quasi 1

冂
、 q ) = § LG - i )

という 形の 表示 が期待できる
。

S : Shift operator ( t ) (8に LU - c)

f (s ) = Eai.si に訳して

も(SIL ) ( q ) = [ ai.LU- i)

と したとき 。
HS )を記述する ことができる

。

0 asc : W」 区 と 次で 定める

asc (v) = [ Ci
o ≤ iEl

で (di ) > 。

同木礼 に
dsc.hr) = G。 ( i

www

と asclwltdscl.irに h .

0 ( Law - Postnikw とに
"

Eder im polywnid HE )

Re (t) - f Gw

t " (い こ も 㐂µいい

ただし .fi www.ctagiedex 。



pylddit.cl 咥しも ) ・ ど = 咥的 ⑤
Thin (4.2018 )
-

で
quasi

( A毬、姚 金 ( がり毖 )

G ( Thru + duedi ty of Re )

✗ ( A
、
mht ) =いが ( A毬 t )
( Postww - Stanley 's Conj

"

Funet
.妙

これは X
quasi を 通る こと で 初めて 見えてきた

.



と トー ラス 配置
-_- 特性多項式

④
イ玉 A : y=0

, y - 2人
、 y = 3x X (A R .

t )

を
quasi

(A
.
9に

|
に 38+2ⁿ にd 1 ~ 5 Nd 6 t.fr

8238+3 に 2 or 4 mod 6 f≥ に、
4- 3 9 -1 4 8 = 3 mod 6 f

、
P- 38+5 8 三 G wd 6 %

と
f
。 て

な ばトーラス心 @心 と 関係 して いる

A@EiItM.titi.titi4iuKT.I( Y
.
Liu

、

T.lv . Tan
.

と 2021 )
A : ( Central ) aw.in 2ftp.Hixouui(A

.
8 ) の 一 参退化 した Const ithat .

N (Ali= KK \ (UA☒ピ ) Roiwww.t)に した"汁
このとき

C※
Roiu ( NH

.
t ) = ftp.f 。 (一等 )

イ玉 l= 1
,
A : 1 つに。 1 つ「

quasi ( A .
8 )= 8- 1 = f 。 (g)

ABC : ft 、 = Yin ピ N = K V0.1 と

しーが f
。
し 、 ド ) = (-t ) 。 ( 一 世 - 1 に いて t



The ( TN .Tan
. Y .

)
V7や の fa も 、 トラス配置 Aの ビ の

InterSection p。set ( の shp 。set )が状点できる
。

証明 は 基本的に 帰納法
。
+ Mayer - Victoris

(ただし 帰納法 のためには tい艀化した
様 組 が必要 ( GTute 多項式 )



G. 多面体の対称性と 氏には 齢壮が
.name

' 8

ルート系 の fundandd done ペ の Ehrhwt 洋多項式は GC 0性をもっ
、

一般に 有理多面体 の

Ehrhwt 洗多攻式 は GC 0性 をもつか ?

Odo quasi p 。4
.

とに 供 が

symwetvicfp.LTfに fr i.



以下 j.w.C.deVvie s (2021 ) 19

I R ≤ Rd を 格一子 多面体 とする
.
このときことは

同値
。

(9 - D I は中心対称 (i.e.tv st . E = NE )

(a - 2) も veが
,
Lav1t ) は 対称な quasi

pdy.Thwb_e.EERd と 格子多面体 .

と する TFAE

(b.DE はwrote Lie . MinkwSki Sun of seqwent 」 )

(ii) VVER! Lev (t ) は G (0性とも ?

多面体 の性質 準多項式の性質
一般 一般
V1+ UH

中心対称 対称性
UH

UH

wrote GW性

巫 I EN 格子多面体
、

V5型 とする と

L (E
.
v 、
心に ++11に tR ) n I d )

は t の 多項式 .

CA VER d の とき La r( t ) の h 番目 の Constant
は Lam M

.



証明は
.

KI )⇒ (a - 2 ) 、
( b - 1 )⇒ (br ) は

20○
それほど を金 (く ない

(=
「

はいこの 特徴付けを 使う
。

Mh𦥯 Ri 中心 対称 く-_-> E の 各 fact F に対して
F とを行で t )次云
体程が等しい F"がある

。

MCMC ld≥ 41 E : zwty く=) すべての Codim =2 fae
が 中心 対称


